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Professor de Cálculo Diferencial, Integral e de Probabilidades 
no Instituto Superior de Agronomia
Nos anais do ensino agrícola em Portugal, constituem os decretos 
de 12 de Abril de 1911 e 13 de Julho de 1918, marcos miliários de 
fundamental transcendência, tanto na organização dos elementos indis­
pensáveis à formação de técnicos competentes para a direcção dos ser­
viços oficiais e particulares, como também no que dispõem quanto aos 
trabalhos de investigação, que necessàriamente comportam o progresso 
e desenvolvimento dos altos estudos scientíficos da especialidade, tal 
como devem ser exigidos duma escola da categoria a que hoje indubi- 
tàvelmente pertence o Instituto Superior de Agronomia. De facto, a 
autonomia pedagógica e administrativa exigida por um estabelecimento 
desta importância e natureza, os laboratórios, as oficinas tecnológicas, 
e os terrenos para a demonstração, experimentação e investigação do 
ensino cultural, as excursões e visitas de estudo, tudo é previsto, indi­
cado e concedido nos diplomas referidos. Ao mesmo tempo, apresen­
tam-se bem concatenadas e dispostas as disciplinas que constituem os 
cursos, dando assim muito felizmente, lugar a que, a par da prática que 
o ensino agrícola necessàriamente exige, as especulações teóricas ocupem, 
nesta escola de alta e reconhecida reputação scientífica, a qual ninguém 
ousará contestar-lhe, o lugar primacial que lhes compete, como a verda­
deira origem, em última análise, de todos os progressos nas sciências 
aplicadas.
Pelo que respeita aos estudos matemáticos, consignados nos diplo­
mas citados, o primeiro decreto cria a cadeira de « Matemáticas Gerais », 
juntando o segundo a esta cadeira a de a Cálculo Diferencial, Integral
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e de Probabilidades », pelo reconhecimento, sem dúvida,' da necessidade 
que o legislador prevê, de criar ao futuro engenheiro agrónomo aquele 
espírito matemático que a sua profissão exige, e que, com o hábito do 
discernimento, da precisão e do método, o habilita a raciocinar com jus­
teza, a efectuar as aproximações necessárias entre as ideas e os sinais, 
a fazer a distinção entre o abstracto e o concreto, entre o absoluto e o 
relativo, dando-lhe especial aptidão para estudar as questões que, como 
técnico, terá de resolver em cada dia, ainda que estas questões não 
constituam aplicações directas da Matemática.
É que no ensino scientífioo, no edifício sublime da filosofia natural, 
a nossa sciência com os seus símbolos e as suas abstracções, por vezes, 
um pouco originais, é uma peça essencial que se dirige principalmente 
a formar homens práticos, capazes de bem exercerem as funções que 
hão-de ter que desempenhar: também formará sábios, cujo caminho 
alguns acharão, mas apenas, aqueles, que tiverem a felicidade do gôsto 
instintivo da sciência e o amor da investigação.
A aaopção das formas matemáticas impostas pelo génio de Descartes, 
Newton e Leibniz nos altos estudos e na investigação scientífica, ó 
hoje universal, constituindo o seu uso com as coordenadas cartesianas 
e polares, e com os elementos de cálculo diferencial e integral, instru­
mentos indispensáveis para a resolução dos problemas de Mecânica 
racional e de Mecânica aplicada, dos problemas de Física, de muitos 
dos de Química e doutras sciências, que devidamehte elaborados tomam 
a forma matemática, sem cujo concurso nenhum estudo dos factos em 
que figuram quantidades ó racional nem completo.
Foi no estudo dos fenómenos naturais que o homem estabeleceu os 
primeiros problemas, que o conduziram a formar, pela abstracção e pela 
generalização, as sciências dos números e do espaço em toda a sua 
esplêndida complexidade; e reciprocamente, foi-se levado a constatar 
que certas teorias matemáticas, desenvolvidas aparentemente fora do 
real, davam, por uma espécie de harmonia pre-estabelecida, a justa 
explicação de fenómenos que não tinham acudido ao espírito dos inven­
tores dessas teorias. É o que lembra num trabalho recente sôbre as 
teorias moleculares e a matemática (1), Emílio Borel, professor da 
a Teoria das Funções » na Universidade de Paris, ao mostrar as rela­
ções entre as sciências matemáticas e as sciências físicas, relações tão 
velhas como estas sciências; e acrescenta:
« O exemplo mais famoso neste ponto é a teoria das cónicas, objecto
(1) Memória dirigida ao Rice Institute, de Houston, Texas.
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de pura especulação entre os geómetras gregos, mas cujo exame habi­
litou Kepler, dois mil anos depois, a formular com precisão as leis do 
movimento dos planetas. Da mesma forma, na primeira metade do 
século xix, foi a teoria das exponenciais imaginárias que tomou possível 
penetrar no estudo dos movimentos vibratórios, de importância domi­
nante na física e mesmo no campo da indústria; ó a êste estudo que 
devemos a telegrafia sem fios e a transmissão da energia por correntes 
polifásicas. Mais recentemente ainda, se mostrou a utilidade da teoria 
abstracta dos grupos para o estudo das ideas, tão profundas e tão 
novas, que foram apresentadas para explicar os resultados das expe­
riências capitais sôbre a relatividade feitas pelo vosso ilustre compa­
triota Michelson. »
Estes e outros exemplos da construção de certas teorias matemáticas, 
servindo de modêlo, como que expontâneamente, a determinados fenó­
menos naturais, e, reciprocamente, o estudo dêstes fenómenos, condu­
zindo a importantes noções matemáticas, como as de continuidade, 
derivada, integral, equação diferencial, vector, e outras, mostram como 
ó legítimo, se outro fim mais elevado não fôsse fornecido à educação 
profissional pela nossa sciência, que, no quadro das disciplinas do Ins­
tituto, ocupem as duas novas cadeiras o lugar importante que o legis­
lador sàbiamente lhes marcou.
Poderoso auxiliar nos estudos e trabalhos a que a sua profissão 
obriga, o conhecimento da Análise infinitesimal — o mais maravilhoso 
instrumento criado pelo génio do homem para o ajudar na descoberta 
da verdade — é indispensável aos alunos do Instituto Superior de Agro­
nomia, como necessário ó a todos quantos procurem fazer investigações 
e preparar os elementos necessários ao progresso industrial ou agrícola, 
e dum modo geral, como temos dito, a todos quantos pretendam adqui­
rir as noções da sciência prática, sem perder de vista que os progressos 
materiais estão cada vez mais ligados aos trabalhos e às especulações 
mais elevadas da Sciência pura.
Nos programas, porém, das novas disciplinas, e, principalmente, no 
programa da cadeira de Cálculo Diferencial e Integral, ó necessário sair 
do regímen invariável dos estudos clássicos anteriores, seguidos nas 
nossas Faculdades, e, a exemplo do que tem sucedido com manifesta 
vantagem nas Faculdades de Sciências e nas Altas Escolas Técnicas e 
Profissionais da França e doutros países, em que se deu tôda a inicia­
tiva aos mestres e aos estudantes, para se formarem nas matemáticas, 
ensinos distintos, conforme as aspirações e a carreira dos que procuram 
nessa Sciência, ou o seu progresso e desenvolvimento privativos, ou as
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noções indispensáveis a estudos doutra natureza, deve-se deixar certa 
latitude aos professores, nào os sujeitando a programas minuciosamente 
regulados, para que no Cálculo Diferencial e Integral — por exemplo, e 
muito principalmente — feita a exposição das matérias e operações fun­
damentais, se possam colher exemplos e aplicações, quer no campo 
exclusivista da Geometria e dos exercícios clássicos abstractos, como 
Leibniz procedia em especial, no seu ensino, quer procurando aplica­
ções e representações concretas, como as que dizem respeito aos pro­
blemas físicos, químicos e mecânicos, à maneira de Newton e dos sábios 
ingleses, aos quais êste género de questões muito especialmente tem 
em todos os tempos preocupado.
Nesta orientação, e por supôr ser a última espécie de problemas a 
que caracterizadamente deve merecer a preferência dos alunos da nossa 
Escola, tenho encaminhado o ensino da cadeira de Cálculo no curto, 
praso de tempo que os acontecimentos têm permitido que o mesmo se 
realize, apresentando aos meus alunos, além de outros, problemas e 
questões que, como as dos exemplos que seguem, julgo vantajoso con­
signar nos Anais do nosso Instituto.
d) Inversão do açúcar. — O açúcar de cana dissolvido em água aci­
dulada com C1H, vai-se transformando de modo que, fazendo primeira­
mente desviar o plano da polarização da luz para a direita, o faz desviar 
depois para a esquerda; isto é, a rotação do plano de polarização fica 
invertida — fenómeno conhecido com o nome de inversão.
Antes de ser tratado pela água acidulada, o açúcar de cana ó destró- 
giro; depois passa a levôgiro; e ó, por isso, chamado açúcar invertido, 
— mistura em partes iguais de glucose (açúcar de uva; açúcar dos dia­
béticos) e levulose (açúcar dos frutos) que são hexoses isómeras metâ- 
meras, chamadas, respectivamente, na nomenclatura do Congresso de 
Genebra, hexana-pentol-al e hexana-pentol-ona-2. A transformação faz-se 
naturalmente a pouco e pouco; de modo que, depois do tempo t, a 
partir do seu início, o açúcar tratado será em parte destrôgiro e, em 
parte, levôgiro. ,
Suponhamos agora que se quere « calcular a quantidade de açúcar 
invertido que se fornna no fim do tempo t»; é o caso de se procurar o 
tempo necessário a uma transformação ou a uma reacção.
Para isso teremos em vista que em muitas reacções químicas, se 
verifica a seguinte lei, nos processos de primeira espécie, isto é, quando 
se trata da transformação ds uma única substância: « A velocidade de
reacção ó, em cada instante, proporcional à quantidade de substância
ainda *não transformada quimicamente. » Segue-se então que, se a é a 
quantidade de substância (expressa por exemplo, em gramas-moléculas) 
sôbre a qual se faz a reacção, e x ó a quantidade da nova substância 
que se produz no tempo t, contado a partir do início da reacção, tem-se 
a fórmula
a) >.
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onde K é um coeficiente de proporcionalidade.
(Doutro modo: supondo que a unidade de volume duma substância 
que se transforma isoladamente possui no instante inicial a moléculas 
e que x destas moléculas se tenham transformado no tempo t, mostra
d%ca experiência que a velocidade de reacção ^ é proporcional ao número 
a — x das moléculas não transformadas.)







— log (o — x) = Kt + C,
que é o integral geral, da equação diferencial (1) com C constante arbi­
trária.
Mas, no caso actual, é o integral particular correspondente a x = 0 
para t = 0, que temos a considerar, o que dá
e, portanto,
OU
C= — log a,
Kt = log a — log (a — x)
= log aa —a?’
0Kt
22
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Por isso, a fórmula
(2) x = a(l — e~Kl),
dá a quantidade x de substância transformada, que se produz nos pro­
cessos de primeira espécie, no fim do tempo t.
Ora, como a lei se aplica ao caso da inversão do açúcar, x definido 
por (2), dará a quantidade de açúcar invertido no tempo t, quando a 
seja a quantidade de açúcar de cana que sofre a transformação. E a 
quantidade y de açúcar ainda não invertido será dada por
y = a — a(l — e~Kt)
expressão esta que mostra que, teoricamente, a transformação só pode 
realizar-se totalmente num tempo infinito, pois ó
lim w = lim-^ = 0.
t=* í=*>
Mas na prática, a transformação pode considerar-se completada, 
num tempo finito, podendo despresar-se a quantidade de substância 
que teòricamente deveria ainda transformar-se, pois que, como se veri­
fica, crescendo t, ae~Kt tende ràpidamente para zero.
b) Dissociação do ácido iodídrico. — No estudo da dissociação do 
IH em H e I, à temperatura de 440°, diz-nos a Química-Física que a 
velocidade da decomposição ó dada pela fórmula
d)
onde x ó o número de gramas-molóculas de IH que se decompuzeram 
no fim de t horas, F é o volume (em litros) ocupado inicialmente por 
uma grama-molécula de ácido, a um número que para a temperatura 
440° ó 0,02 e K ó um coeficiente de proporcionalidade. Ora, querendo 
calcular o número de gramas-moléculas de IH que se decompõem no 
fim do tempo t, resojve-se a equação diferencial (1). Usando do método
^4s matemáticas superiores 
de separação de variáveis, vem
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e pondo
ou






s. dxc2 (1 — x)
i r dz
7J
i r í r dz í r dz i
c L2J z-l 2J z+l\ '
J dx
— .7?t2 — gjSJ c2 (1 — x) »
í c (./ — x) 4- X + 2c °gc (!-*)-«•
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Então
log C (1— x)~\~ Xc(l — x) — x
2cK
4V t + C
é o integral geral da equação diferencial (1); e, como para t = 0 ó x = 0, 
tem-se
log 1 = C, ou C = 0; '
sendo
cjl— x) + x 
c(l— x) — x
o integral particular correspondente às condições do problema. 
Donde
eÃt.













o.uíír, ii,i í a'
t ~y— «l) + e + 1
dá o número de gramas-moléculas de ácido iodídrico decomposto no 
fim do tempo t.
#
* *
Os dois interessantes problemas a) e b) que acabamos de apresentar, 
serviram de exemplo e aplicação no curso que em 1919-1920 fizemos da 
cadeira de cálculo Diferencial e Integral no Instituto Superior de Agro­
nomia para o estudo da integração das equações diferenciais de 1.® ordem, 
pelo processo da separação de variáveis; e são exemplo frisante de que 
a matemática não é um simples jôgo do espírito nem ainda a sciência 
estranha e misteriosa que tantas vezes, pessoas mesmo cultas, mas de 
educação demasiado exclusivamente "literária, pretendem supôr. Os 
seus conceitos de manifesta utilidade, mesmo prática, amoldam-se aos
progressos das outras sciências, e, parcialmente pelo menos, as suas 
formas inserem-se no real.
Analogamente ao que sucede com a nossa sciência, sucede com 
outras, cujo conhecimento de aparente exclusivo sabor teórico, tem no 
entanto, de facto, a maior importância nas aplicações imediatas e na 
prática. Por êste motivo e por outros de igual valor e ponderação, 
todos os que professamos a sciência pura, — matemáticos e outros — , 
devemos, seguindo a senda luminosa da verdade e o exemplo, que em 
todos os tempos nos têm dado os génios extraordinários sumos pontí­
fices do que, de mais altamente elevado a inteligência humana tem pro­
duzido, afirmar e repetir que os estudos da teoria pura devem guiar os 
passos das novas gerações, pois que, como muito bem disse Renan t se 
por desgraça a investigação desinteressada deixasse de ser possível, 
rapidamente se esgotaria o capital scientífico acumulado das idades 
anteriores », sofrendo a nossa civilização um lamentável eclipse. Mas, 
aconteça o que acontecer, diremos, fazendo nossas as palavras de M. 
Picard, ilustre secretário perpétuo da Academia das Sciências de Paris, 
na abertura do último congresso Internacional dos Matemáticos (1), 
que, por mais duros que sejam em todos os campos e, já na realidade 
o são, os tempos em que vivemos, « haverá sempre entre os matemáticos 
incorrigíveis idealistas, que semelhantes à mulher do Evangelho, julguem 
ter escolhido a melhor parte, perscrutando as propriedades do espaço e 
analisando nos seus recônditos mais subtis a idea de função » ; essa 
parte, êsse quinhão tão precioso, mas aparentemente de somenos valia, 
não lhes será tirado, nem o desejarão aqueles que só nos proventos e 
nas riquezas materiais, ou na ambição do poder, vêem o bem próprio, 
e, por generalização fácil, mas inteiramente errónea, vêem também com 
a satisfação do seu triste egoismo, o bem da humanidade. 1
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(1) Reunido em Strasburgo em 22-28 de Setembro de 1920.
